111學年度十二年國教課綱國中小階段前導學校協作計畫
課程設計、發展與評鑑案例徵選活動

<心心相映-你是我的唯一>
一、設計理念
(1) 源起：
　　「三角形的三心」堪稱為學生學習幾何的大魔王，學生在一單元中必須學習三種很像卻又不一樣的「心」，這三個心的定義、性質、延伸應用，學完全部都混在一起，學生光靠死背硬記是無法學好這個單元的。
　　因此，本教案利用數位優勢，使用平板和繪圖軟體具體操作，讓學生先感受圖形間的關聯，進而從感受中產生需求，接著啟動數學腦來滿足需求、解決問題，最後才下定義、進到課本練習題目，此時學生已在操作中建立心像，知識方能活用。
(2) 學生背景分析：
　　本教案於兩個班級進行教學，其中一班為美術班，學生程度較齊，中上居多，一班為普通班，學生程度差異較大，教學時採異質性分組（三人一組）。
    部分學習弱勢學生在使用平板操作繪圖軟體時上手較慢，剛開始需要較多的協助，由於使用軟體操作圖形簡便迅速，不會受到自身數學能力的影響，因此在圖形的繪製上學生皆能順利完成。
(3) 教材分析：
1. 教材地位
    「三角形的三心」為國中第五冊第三章，學生自第四冊開始學習幾何內容，在學過三角形、四邊形和圓形之後，本單元可以說是集幾何之大成，其中內心和外心談的是三角形和圓形的關係，所有學生先前學過的幾何知識在本單元皆派上用場，是非常重要且不好上手的單元。
2. 教學脈絡差異
課本教學脈絡   三心定義三心性質例題隨堂練習
本教案教學脈絡 探究圖形關係臆測圓心位置發展性質下定義例題練習
　　課本在談本單元時，逐一介紹了重心、外心、內心，中規中矩的從定義談到性質，接著進例題練習，學生來不及感受，就開始做題目，無感的跟著老師的步驟解題，學完下一個就忘了上一個，最後全部的性質都混在一起。
    本教案從營造需求感出發，先發現內切圓和外接圓的獨特之處，再來探討其圓心的位置及相關性質，最後才給出定義，學生自己發現規則、自己下定義，題目練習毋須多，內、外心知識早已成為數學腦的一部分。
(4) 核心素養呼應說明：
1. 本教案使用平板和繪圖軟體進行操作與學習，符合總綱核心素養J-B2中的「具備善用科技、資訊與媒體以增進學習的素養」。
2. 本教案架構為探究實作、數學臆測、統整比較，教學中學生自己嘗試、猜測，最後用自己的語言命名、下結論，符合領綱核心素養數-J-B1中的「具備處理代數與幾何中數學關係的能力，並用以描述情境中的現象。能在經驗範圍內，以數學語言表述平面與空間的基本關係和性質」。
(5) 素養導向教學特性說明：
1. 探究實作激發學生內在學習動機。
2. 數學臆測主動營造數學感的過程。
3. 發表討論師生、生生共建數學。
二、教學設計
	領域
跨領域/科目
	數學領域
	

	實施年級
	九年級
	總節數
	5節
	

	單元名稱
	三角形的三心(本教案僅談關聯性較大的內心和外心，重心課程另外規劃)
	

	核心素養
	

	領綱核心素養
	總綱核心素養
	

	數-J-B1
具備處理代數與幾何中數學關係的能力，並用以描述情境中的現象。能在經驗範圍內，以數學語言表述平面與空間的基本關係和性質。能以基本的統計量與機率，描述生活中不確定性的程度。
	[bookmark: _Hlk130156770]J-A2 具備理解情境全貌，並做獨立思考與分析
的知能，運用適當的策略處理解決生活及生命議題。
J-B2
具備善用科技、資訊與媒體以增進學習的素養，並察覺、思辨人與科技、資訊、媒體的互動關係。
	

	學習重點
	學習
表現
	[bookmark: _Hlk121853847]s-IV-11 理解三角形重心、外心、內心的意義和其相關性質。
	

	
	學習
內容
	S-9-8 三角形的外心：外心的意義與外接圓；三角形的外心到三角形的三個頂點等距；直角三角形的外心即斜邊的中點。
S-9-9 三角形的內心：內心的意義與內切圓；三角形的內心到三角形的三邊等距；三角形的面積＝周長×內切圓半徑÷2；直角三角形的內切圓半徑＝（兩股和－斜邊）÷2。
	

	議題融入
	無
	

	教材來源
	自編，部分設計想法參考數學新世界-國中核心素養(九年級)
	

	學習資源
	康軒版課本、自編學習單(附件一)
平板、myViewBoard-Whiteboard APP、直尺+圓規
	

	學習目標
	

	1. 學生能利用平板及繪圖軟題，探究三角形與圓形的各種位置關係，並能有系統性的進行分類。(J-B2、數-J-B1)
2. 學生能從探究三角形與圓形的位置關係中，發現獨特且唯一存在的內切圓與外接圓，並在臆測圓心的過程中，發現「到邊等距」或「到頂點等距」的需求，進而發展出完整的內、外心性質。（S-9-8、S-9-9）
	

	課程架構
	

	

	

	學習活動設計

	學習活動流程
	時間
	學習資源
	學習評量

	第一、二節課
學習目標：學生能利用平板及繪圖軟題，探究三角形與圓形的各種位置關係，並能有系統性的進行分類。
1、 探究三角形與圓形的位置關係
1. 複習直線與圓的位置關係
(1) 學生使用myViewBoard-Whiteboard APP畫出直線與圓，並移動圖形觀察直線與圓的三種位置關係。
(2) 學生在學習單中列表記錄不同的位置關係，並寫出直線與圓三種不同位置關係的交點數。
(3) 教師引導學生觀察三種位置關係，發現直線與圓相切的關係最為獨特(只發生在某個瞬間)，而此時兩者的交點有特別的命名，稱為切點，並口頭提問切線與切點的相關性質作為複習。
(4) 觀察紀錄表格，引導學生發現「交點數」可作為不同位置關係分類的量化依據。
[image: ][image: ]
2. 探討三角形與圓的位置關係
(1) 學生使用myViewBoard-Whiteboard APP，先畫出一個圓和一個三角形，接著透過調整兩者的相對位置或大小，來觀察不同的位置關係，並將這些位置關係的圖形徒手畫在學習單上做紀錄。(類型相當多元，學生先隨意畫一些想的到的)
[image: ][image: ][image: ]




(2) 教師提問：這些類型如何列表紀錄？如何知道是否所有的情形都有畫出來了？透過提問引導學生使用「交點數」進行紀錄。(記錄在學習單第3題，課堂上若未完成者當回家作業)
(3) 教師依序由交點數0~6逐一討論各種不同的位置關係。(第二節課進行)
[image: ][image: ]
[image: ]




(4) 利用myViewBoard的互動功能，由學生將圖形截圖後上傳，教師透過大屏展示給全班同學看。
[image: ]




3. 發現內切圓與外接圓
在探討交點數時，交點數3是關鍵。當圓與三角形的交點數為3時，會有畫出三角形的內切圓與外接圓(此時先不命名)的需求，這兩個圓非常特別，且都只有唯一一個，教師帶領學生探討完所有交點數的種類之後，再回到交點數3的情況進行課堂收斂，引導學生發現內切圓與外接圓的獨特性，為下一堂課的內容埋下伏筆。
課堂作業：學習單4-(1)

第三節課
學習目標：學生能從探究三角形與圓形的位置關係中，發現獨特且唯一存在的內切圓與外接圓，並在臆測圓心的過程中，發現「到邊等距」或「到頂點等距」的需求，進而發展出完整的內、外心性質。
2、 內切圓的探討與命名
1. 臆測檢驗修正：(內切圓)圓心在哪裡？
在探討交點數3時，學生會需要畫出圓與三條直線(三個邊)同時相切的圖形，前一天回家作業先請學生使用圓規在學習單4-(1)的三角形上不斷的嘗試，猜測圓心的位置來抓感覺，課堂上進行學習單4-(2)，使用繪圖APP進行下列三步驟操作：「猜測圓心的位置拉出圓形確認圓是否與三邊都相切？」，沒有成功就重畫，透過不斷調整位置來感受圓心的位置和三邊的關係。
[image: ]
學生猜測四次之後，終於成功了！(每次的圓心留著，做為調整的參考)





2. 釐清數學脈絡
教師透過以下提問，協助學生進行數學思考：
(1) [image: ]所有的三角形都能畫出與三邊都相切的圓形嗎？(做學習單4-(2)時分配組員畫不同的三角形-銳角、直角、鈍角，再互相觀察彼此的圖形。)
(2) 當你猜測圓心位置時，你的眼睛會關注哪些地方？(A：要到三邊都一樣遠)
(3) 除了猜測之外，有什麼方法可以精準的找到與三個邊都一樣遠的點？(進到數學性質的運用)



3. 運用數學性質解決問題
(1) 欲解決到三邊等距，先從到兩邊等距開始引導，想要到兩邊一樣遠，就必須在兩邊的中間，也就是在必須在角平分線上(教師視情況複習角平分線性質)。
(2) 引導學生思考如何求出到三邊等距的精準位置：兩條角平分線的交點。
(3) 討論第三條角平分線是否也會通過這個點。
4. 命名賦予數學意義
找到與三邊都等距的點作為圓心，就能畫出與三角形三邊都相切的圓，那麼這個點及這個圓，我們可以如何命名它？引導學生提出想法，並收斂至內切圓及內心這兩個正式的數學名詞。(填入學習單第4題)
[image: ]這裡最後才填入


5. 實作練習
[image: ][image: ]使用尺規作圖，在學習單第4題-(6)上精準的畫出三角形的內切圓。


3、 內心的定義與性質
[image: ]    學生經歷內切圓的繪圖實作後建立心像，接著便能有脈絡的理解內心的性質，進而自行給出定義：
內心內切圓的圓心。
位置在哪裡到三邊都等距的地方。
如何找到三條角平分線的交點上。

· 備註：經歷上述三堂課的概念發展後，最後銜接到課本的例題，練習內心相關題型，及真實情境上的應用。

第四節課(本節課教學脈絡同第三節課，引導學生用相同方式思考)
學習目標：學生能從探究三角形與圓形的位置關係中，發現獨特且唯一存在的內切圓與外接圓，並在臆測圓心的過程中，發現「到邊等距」或「到頂點等距」的條件，進而發展出完整的內、外心性質。
4、 外接圓的探討與命名
1. 臆測檢驗修正：(外接圓)圓心在哪裡？
回到交點數為3時的另一種特殊情況，學生會需要畫出同時同過三角形三個頂點的圓形，前一天回家作業先請學生使用圓規在學習單5-(1)的三角形上不斷的嘗試，猜測圓心的位置來抓感覺，課堂上進行學習單5-(2)，使用繪圖APP操作：「猜測圓心的位置拉出圓形確認圓是否同時通過三個頂點？」，沒有成功就重畫，不斷調整位置來抓到感覺。
學生上台搶答
我猜圓心在這
咦？會成功嗎？
成功畫出外接圓！
猜測圓心位置，並慢慢把圓拉大

2. 釐清數學脈絡
教師透過以下提問，協助學生進行數學思考：
(1) 所有的三角形都能畫出同時通過三個頂點的圓嗎？(這裡可分配組員畫不同的三角形-銳角、直角、鈍角，再互相觀察彼此的圖形。)
(2) 當你猜測圓心位置時，你的眼睛會關注哪些地方？(A：要到三個頂點都一樣遠)
(3) 除了猜測之外，有什麼方法可以精準的找到與三個頂點都一樣遠的點？(進到數學性質的運用)
3. 運用數學性質解決問題
(1) 欲解決到三頂點等距，先從到兩點等距開始引導，想要到兩個點一樣遠，就必須在兩點的中間，也就是在必須在中垂線上(教師視情況複習中垂線性質)。
(2) 引導學生思考如何求出到三頂點等距的精準位置：兩邊中垂線的交點。
(3) 討論第三邊中垂線是否也會通過這個點。
[image: ]



4. 命名賦予數學意義
找到與三頂點都等距的點作為圓心，就能畫出同時通過三個頂點的圓，那麼這個點及這個圓，我們可以如何命名它？引導學生提出想法，並收斂至外接圓及外心這兩個正式的數學名詞。(填入學習單第5題)
5. 實作練習
[image: ]使用尺規作圖，在學習單上精準的畫出鈍角、直角、銳角三角形的外接圓，並探討外心位置的變化。

5、 外心的定義與性質
[image: ]    學生經歷外接圓的繪圖實作後建立心像，接著便能有脈絡的理解外心的性質，進而自行給出定義：
外心外接圓的圓心。
位置在哪裡到三頂點都等距的地方。
如何找到在三邊中垂線的交點上。

· 備註：經歷這一節課的概念發展後，再銜接到課本的例題，練習外心相關題型，及真實情境上的應用。

完成學習單1-4頁的教學引導後，可銜接課本進行對應的例題練習，待內外心相關練習完成後，再回到學習單第5頁進行統整。

第五節課
6、 內外心重點比較&評量檢核
1. 重點比較：在分別練習過內心、外心的課本例題之後，發下學習單的第6大題，讓學生透過表格整理重點，來幫助學生重新釐清兩者間的關係與脈絡。
2. 評量檢核：以「求角度」、「求長度」兩大重點題型檢核學生對內心/外心的理解程度。
· 備註：這裡刻意使用兩道敘述看起來幾乎相同的題目讓學生觀察、比較，讓學生理解到死背解題方法沒有用，真正從內、外心的性質著手解題才是學習的重點。
3. 內外一心：透過提問引導學生發現正三角形的內心和外心位置相同，幫助學生概念統整。
(1) 內心是三角形三內角平分線的交點，外心是三角形三邊中垂線的交點，有甚麼三角形的內角平分線恰好就是某一邊的中垂線呢？
(2) 若是某三角形的三邊中垂線和三內角平分線都恰好重和，此三角形的內心和外心就會在同一個位置，有沒有什麼三角形有這樣的特性呢？
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學習單
	




完成學習單第1題


口頭提問
1.學生回答表格內容。
2.學生回答切線性質。






完成學習單第2題，教師巡視檢核。






口頭提問
完成學習單第3題

口頭提問，檢核學習單第3題




依組別角色分派繪圖任務，學生圖檔上傳


作業：回家完成學習單4-(1)












學生操作平板，完成學習單第4題-(2)




上台搶答(繪圖)




口頭提問學習單第4題-(3)(4)









口頭提問學習單第4題-(5)




口頭提問由學生發表命名的想法



實作評量-完成學習單第4題-(6)



口頭提問內心相關重點，學生回答並填上重點整理區

回家完成學習單5-(1)






學生操作平板，完成學習單第5題-(2)




上台搶答(繪圖)







口頭提問學習單第5題-(3)(4)






口頭提問學習單第5題-(5)









口頭提問由學生發表命名的想法

實作評量-完成學習單第5題-(6)







口頭提問外心相關重點，學生回答並填上重點整理區










完成學習單第6題
1.內外心重點比較-口頭提問
2.重點試題-學生上台解題
3.內外一心-口頭提問


	教師省思
	學生回饋

	    本單元第一次嘗試讓學生用平板上課，課前需要相當多的準備與勇氣，我很感謝自己有跨出這一步。
    會想要在三心這個單元使用數位融入，是希望學生對於幾何圖形的理解可以更深入，紙本只能畫出靜態單一的圖，透過繪圖軟體圖形可以輕易的放大縮小、四處移動，這對於學生探究圓與三角形的位置關係相當有利，因此決定在課程上做一個自我突破，結果也相當的令人滿意。
    課程進行期間也邀請了校內同仁參與公開觀課，給予教學上的建議，在同仁的回饋中提及教師在小組分工的掌控上較為薄弱，各組搶答時部分學生仰賴同組的組員繪圖，自己就沒事做，也會有學生完成任務後感覺無聊，便使用繪圖軟體畫起其他的圖案，因此在後續課堂操作中，我會特別注意分配任務時每個組員都要操作，提高參與度與教學節奏。
    本校因參加前導學校協作計畫，本教案得以有專家教師協助審核，專家教師除了肯定本教案「架構完整、目標明確、環環相扣…」之外，亦給予相當受用的建議：「學習單中分別設計重點整理框供筆記，有效收束重點，惟建議在最後放入內、外心的比較表格，讓學生將兩個重點進行統整，亦可加入內心、外心的基礎練習題或生活情境題，讓學生在掌握學習重點後，能立即牛刀小試。」因此教學後進行教案修正，在學習單的最後加入了統整表格及練習題，讓學生學習過後能進行收斂。
    感謝本校教務主任在前導學校計畫中的邀請，讓我得以有契機踩進「生生用平板」的大門，並能完整的將內外心的教學架構重新思考後撰寫下來，這是一次愉快的教學經驗，相信對學生來說，也會是一次愉快的學習經驗。
	★陳同學
    課堂中老師讓我們使用平板畫出不同大小的圓、各式各樣的線條，透過這個活動去「感覺」要使一個圓和某條線有幾個交點，而圓心又應該點在哪裡，再進一步思考究竟為何會是那個點，是直覺嗎？還是多次嘗試後發現了什麼？
    其中讓我印象深刻的是「圓與三角形的交點數」，看看左右同學的學習單，會發現每個人寫的都不太一樣，實際畫出來之後才驚覺是相同的圖形，在幾何的世界中，不要只會死背什麼心有哪些性質，老師帶我們一步步去操作重新思考一筆一劃的意義，了解點線面的背後原因。

★蘇同學
    在上三角形的三心這個課程中，老師讓我們體驗了如何找到重心、外心、內心，找重心時老師利用一個實驗，從兩點支撐的物體，慢慢的把兩點靠近，找到屬於這個物體平衡的重心。找內、外心時老師帶我們利用平板繪圖軟體試著找出圓和三角形的各種關係(兩者間交互的交點個數)，也讓我們試著畫出包圍直角、鈍角、銳角三角形的圓，並延伸出這些圓的半徑和三角形三頂點等距的關係，而三角形內切圓則是和三角形三邊相切而成，且半徑與這些相切的點是垂直的關係。
    我覺得這樣動手作圖的方式讓記憶更加深刻，而且更有趣，利用平板繪圖相較於手繪更省時間，不會因為每次點不準重複的擦掉又重畫而失去學習的熱忱和意義。

★郭同學
    我在這堂課中學習了圓的三心性質，使用平板進行學習，讓我感受到學習的樂趣和便捷性。
    首先，我們使用平板上的圖形軟件繪製了圓和圓心，然後學習了圓的三心性質，包括內心和外心。在學習過程中，我們可以通過平板上的觸摸屏幕進行互動操作，例如繪製圓和標註圓心，這讓我們更容易理解圓的三心性質和它們之間的關係。
    其次，使用平板進行學習也非常便捷。相比於傳統的教學方法，平板學習可以更快速地完成任務，並且可以隨時隨地進行學習，這對我們學習圓的三心性質非常有幫助。
    最後，使用平板進行學習也非常有趣，這次的體驗也讓我在這個單元更容易判斷圓的三心性質
    這次體驗對我的幫助很大，也讓我樂在數學課中。希望以後能有更多這種類型的課程。





三角形的內心與外心附件一、學習單

____年____班____號
姓名：_____________
1. 我們在第二章有學過，圓和一條直線的位置關係有下列三種：
	位置關係圖形
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	位置關係描述
	
	
	

	圓心到直線距離(d)與  半徑(r)的大小關係
	
	
	

	圓與直線交點數
	
	
	



· 請你以平板上的whiteboard APP，練習畫出上述三種位置關係的圖形。

2. 圓和一個三角形的位置關係，你可以畫出幾種呢？
· 請你使用whiteboard APP先畫出一個圓和一個三角形，並透過調整兩者的相對位置或大小，來找到不同的位置關係。請將你觀察到的種類畫在下方。(徒手畫即可)











3. 我們發現圓和三角形的位置關係相當的多種，若要完整記錄，我們可以使用圓和三角形的「交點數」來進行分類。
	交點數
	
	
	
	

	位置關係
圖形
	
	
	
	

	共有幾種
	
	
	
	

	交點數
	
	
	
	

	位置關係
圖形
	
	
	
	

	共有幾種
	
	
	
	



    在上述圓與三角形的位置關係中，有兩種圖形很特別，似乎不是那麼容易就能畫出來，我們接下來要來探討這兩種特別的位置關係。
4. 與三角形的三邊都相切的圓：__________。
(1) [bookmark: _Hlk127814357]請你利用圓規，嘗試畫出一個和下方三角形的三邊都相切的圓，試著調整圓心的位置，直到你成功為止。(這裡不需要精準的尺規作圖)





(2) [bookmark: _Hlk127814800]請在平板上使用whiteboard APP畫出一個三角形，試著畫出一個和三角形的三邊都相切的圓形。(同組組員請分配畫出銳角、直角、鈍角三種不同的三角形)
· 請先在你猜測的圓心位置上點一個點，再用圓形工具拉出一個圓，失敗了就重新猜測圓心，重複直到成功。

(3) [bookmark: _Hlk127814897]所有的三角形(銳角、直角、鈍角)都能畫出與三邊都相切的圓形嗎？可以的打勾。
· 銳角三角形     □ 直角三角形     □ 鈍角三角形

(4) 當你猜測圓心位置時，你的眼睛會關注哪些地方？

(5) 除了猜測之外，有什麼方法可以精準的找到與三個邊都一樣遠的點？
筆記區：

	重點整理：


(6) 請使用尺規作圖，畫出與下列三角形的三邊都相切的圓形。
 


5. 同時通過三角形三個頂點的圓：__________。
(1) 請你利用圓規，嘗試畫出一個同時通過右方三角形三個
頂點的圓，試著調整圓心的位置，直到你成功為止。
(這裡不需要精準的尺規作圖)


(2) [bookmark: _Hlk127815103]請在平板上使用whiteboard APP畫出一個三角形，試著畫出一個同時通過三個頂點的圓形。(同組組員請分配畫出銳角、直角、鈍角三種不同的三角形)
· 請先在你猜測的圓心位置上點一個點，再用圓形工具拉出一個圓，失敗了就重新猜測圓心，重複直到成功。

(3) 所有的三角形(銳角、直角、鈍角)都能畫出同時通過三個頂點的圓形嗎？可以的打勾。
· 銳角三角形     □ 直角三角形     □ 鈍角三角形

(4) 當你猜測圓心位置時，你的眼睛會關注哪些地方？

(5) 除了猜測之外，有什麼方法可以精準的找到與三個頂點都一樣遠的點？
筆記區：

(6) 請使用尺規作圖，畫出同時通過下列三角形三個頂點的圓。
	重點整理：













6. 內外心重點比較：
	內外心比較
	內心
	外心

	名稱由來
	
	

	圖形
	[image: ]
請標出內心的位置
	[image: ]
請標出外心的位置

	要怎麼找到？
	
	

	有什麼性質？
	
	

	重點補充
	
	

	重點試題
(求角度)
	


已知I為的內心，，則？
	


已知O為的外心，，則？

	重點試題
(求半徑)
	



在中，，，則的內切圓半徑為何？
	



在中，，，則的外接圓半徑為何？

	內外一心
	發現1：內心是三角形三內角平分線的交點，外心是三角形三邊中垂線的交點，__________三角形的頂角平分線恰好會是底邊的中垂線。
發現2：________三角形的三邊中垂線恰好就是三內角的角平分線，因此_________三角形的內心和外心會在同一個位置。




探究實作


數位融入：探究三角形與圓形的位置關係，使用平板+軟體操作具體又簡便


統整分類：將不同的位置關係依交點數分類，建立統整分類的能力


數學臆測


先猜再try：圓心在哪裡？搭配數位工具進行試驗，在一次次修正中建立具體心像


釐清脈絡：教師由淺到深的提問，帶領學生探討內心/外心的數學性質


統整比較


表格統整：將內心/外心的定義與性質以表格統整，併排比較，找到一致性的數學脈絡


評量檢核：以「求角度」、「求長度」兩大重點題型檢核學生對內心/外心的理解程度


三心有感：先有感受、再命名，最後才給數學定義


互動反饋：學生透過APP互動功能發表，發現獨特且唯一存在的內切圓、外接圓


內外一心：透過提問引導學生發現正三角形的內心和外心位置相同，幫助學生概念統整
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